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Chemical Reac+ons are Stochas+c 

At equilibrium: 

• There are as many A molecules as B 
molecules. 

• The number of forward reac+ons 
balances the number of reverse 
reac+ons. 

In bulk, with a few nanomoles of 
molecules in solu+on, you do not see the 
fluctua+ons. 

But if had only a few molecules, you would 
see things differently. 
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Example: Single Molecule DNA Kine+cs 
Are Observable 

R. Jungmann, C. Steinhauer, M. Scheible, A. 
Kuzyk, P. Tinnefeld, F. C. Simmel, Single‐
Molecule Kine.cs and Super‐Resolu.on 
Microscopy by Fluorescence Imaging of 
Transient Binding on DNA Origami, Nano 
Le(ers 10, 4756‐4761 (2010) 



Example: Low Copy Numbers in Cells 
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Example: Chemical Robo+cs 
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What Can You Make? 

•  Low copy number systems give you integer‐
valued variables. 
– So you can have states and registers. 

•  Low copy number systems can flip coins. 
– So you can implement randomized algorithms. 



Example: 
Computa+on via Register Machines 

David Soloveichik, Maehew Cook, Erik Winfree and Jehoshua Bruck, Computa.on with finite stochas.c chemical 
reac.on networks, NATURAL COMPUTING. Volume 7, Number 4, 615‐633, 2008. 



Example: Mul+plica+on 

Klavins: Course notes. 



Behavior of the Mul+plier 

Klavins: Course notes. 



Zuyuan Zhang: 
Term project, 2009.  



Toward Synthe+c Development 
Leader Elec+on 

Undecided 

Single leader + 
undecided 

Single leader + 
mul+ple followers 
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A simple approach: 

Beeer would be to include conflict resolu+on. 



A Leader Elec+on Circuit



A Leader Elec+on Circuit in gro

hep://depts.washington.edu/soslab/gro 



Another gro Program 

hep://depts.washington.edu/soslab/gro 
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Ques+ons 

•  Convergence: In probability, in mean and 
variance, via a Lyapunov Func+on. 

•  Correctness: Do individual trajectories do behave 
as expected? 

•  Refinement: What does it mean for a stochas+c 
process to a refinement or coarse‐graining of 
another stochas+c process? 



Probability vs. Time 

Example: Consider a system with one A and one B and the reac+on: 

Assump+ons: 

• The probability of when a given pair of molecules reacts in the next 
dt seconds is independent of +me. 
• A given molecule is equally likely to interact with every other 
molecule in the system. 

kdt is the probability that the reac+on will occur in the next dt seconds. The 
two assump+ons imply that the +me of the reac+on is distributed as an 
exponen+al random variable with p.d.f. and c.d.f.  

Probability that the 
reac+on has occurred by 
+me t. 



The Master Equa+on 

Ini+ally 1 A and 1 B:  

Integrate 

Matrix 
Form 



More Molecules 
Ini+ally 4 A’s and 3 B’s:  

Note: easy to solve via 

1 2 3



Another Example 

Note: It is easy to reason about this network for a given ini+al state. But what if we 
want to say something about its behavior for arbitrary ini+al states? There is a 
different Markov process for each one! 

Also: There may not be a finite number of states, even for a given ini+al condi+on. 



The Register Machine Example 

• It is easy to reason about these networks for a given ini+al state. But what if we 
want to say something about their behavior for arbitrary ini+al states? There is a 
different Markov process for each one! 

• There may not be a finite number of states, even for a given ini+al condi+on. 

Reac+ons.m 
contains code 
to do this. 



Running Example: 
Controlling Gene Expression 

lacI 

IPTG 

gfp 

GFP 

Open Loop 

Nega+ve Feedback 

Other Control Schemes? 

Goal: Control mean and variance of X.  

r can be any func+on 
 ‐ a constant 
 ‐ a func+on of (the random variable) X 
 ‐ a func+on of other species yet to be introduced 
 ‐ etc. 



Sta+onary Distribu+on of An Infinite System 

First Eqn: 

Second Eqn: 

Using the fact that p is a probability distribu+on: 

Sum of 1st n Eqns: 

Note: Mean and variance can not be independently tuned by k1. We 
need a beeer choice of control. 



Solving Infinite Master Equa+ons 

•  Although easy in simple cases, in general steady state distribu+ons involve 
finding roots of high order polynomials symbolically. 

•  Some approaches: 
–  Truncate the master equa+on (tends to work for numerical solu+ons) 

–  Look at moments, instead of the full distribu+on 
–  Simulate 
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Moment Dynamics 



Example (No Control): 

µ1

µ2

µ1

µ1 µ2

Note: Mean and variance can not be 
independently tuned by u. We need a beeer 
choice of control. 



Example (Feedback): 
r – kX is impossible to implement (a rate can’t be nega+ve).  

But, 
 a) We are interested in the local behavior of the sta+onary distribu+on 

for smallish fluctua+ons and r – kX is the constant and linear part of whatever 
f(X) we do implement. 

 b) If u is non‐linear, the moments don’t close:  

If rates are not unimolecular or constant, then 
some moments of order n will depend on higher 
order moments. 

 : This is also when the master difficult. 
 : Moment equa+ons may s+ll help. 
 : Various approxima+ons exist (e.g. cumulant 
    trunca+on). 



Example: Feedback 
Define test func+ons 

Use                           to get                 

Tunable, but 
 ‐ mean sensi+ve to degrada+on rate 
 ‐ variance coupled to r. 

The sta+onary distribu+on sa+sfies: 

1 Standard 
Devia+on 
Window 



Aside: Mathema+ca Code 

Reac+ons.m includes: 
• Mass ac+on kine+cs 
• Markov Processes and Master Equa+ons 
• Gillespie Simula+ons 
• Moment and Cumulant Dynamics Analysis 



Back to  
Idea: Propor+onal‐Integral Control 

This is now a con+nuous integrator.  
At steady state, z=X.  

•  Zoff in large supply 
•  Reverse rate saturates 

What about the mixed discrete/
con+nuous system? 



Mixed Con+nuous / Discrete 

s+ll works! 



Propor+onal‐Integral Control 

Stable (eigenvalues in leT half plane) = convergence in mean and variance. 

The mean value of X converges to r (insensi+vely).  
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The steady state standard devia+on is tunable via kP  



Simula+ons 
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A Class of Network Structures 

PI Control in the literature 
• Alon’s chapter on chemotaxis 
• Napp, Burden and Klavins: Control of Stochas+c Robo+cs 
• Two component systems in general 

Low copy protein 

High copy 
“integrator” 

External 
signal 
(ligand) 

Arbitrary network 
(pos/neg) 



A Class of Network Structures 

A Stochas+c 
Hybrid System 

(Con+nuous) 

(Discrete) 

… with closed 
moment 
dynamics. 



Moments 
Group the means and moments into vectors and matrices 

Group the parameters 

Degrada+on 

Integrator gain (tunable) 

Network (tunable) 

Reference inputs 



Moment Dynamics 
Use the extended generator to get mean dynamics 

And the second moment dynamics 

= 



Proper+es 



Example: One Gene 

c) Propor+onal/integral control 

Mean and variance independently tunable 



Example: Two Genes 

Specifica+on 



Example: Excitable Oscillator 

Ensemble dynamics: Damped oscillator (‐ai+bi j, ‐ai‐bi j ). 

Stochas+c dynamics: Sloppy oscilla+ons with specific means. 



Example #2 

Full state feedback controller with an integrator 



Example #2 
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kPx=-0.01, kPy=0.01 kPx=-1, kPy=1 



Open Moments 

Example Second Moment 

Third Order  Second Order 

Steady State Moment Equa+ons Give 

Idea: Approximate Higher Order Moments?  => No general results. 



Proving Convergence 
WHEN THE SYSTEM IS ERGODIC 

If the moments are closed, you can check for a stable steady state or just reason 
about the mean and variance. 

If not, some other argument must be used. 



Lyapunov Criterion for Markov 
Processes 

50 

Theorem (Meyn): If for some compact region C and posi+ve 
constant ε, there exists a posi+ve radially unbounded 
func+on V(q,x) such that 

then the process is ergodic. 

S. Meyn, R. L. Tweedie. Stability of Markovian processes III: Foster‐Lyapunov criteria for conJnuous‐Jme processes. 
Advances in Applied Probability, 25(3):518‐48, 1993. Thm 5.1. 

I.e., the expected value of 
V decreases outside of C. 



The Controllable Region 
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Can only reasonably expect to achieve r in [ymin, ymin]. 



Integral Control Works for any SCRN 

Napp&Klavins, 2010 
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Data from Simula+ons and Experiments 

What really 
happens in the 

cell 
A simple model 

? 
What about: 

•  A complex model? 
•  A refinement? 
•  An implementa+on? 
•  … 

Plan: Reason about 
systems based on 
the data they 
produce. 



Simula+on Approaches 
The Stochas+c Simula+on Algorithm (Gillespie’s SSA) 

Next reac+on 

Time of the next reac+on 



Simula+on Approaches 
Plain Old Euler Integra+on 

• With mixed discrete / con+nuous systems, the SSA doesn’t directly work. 
• And there is diminishing return for systems with many reac+ons. 



gro Simula+ons 

P = { 
  guard1:command1 
   … 
  guardn:commandn 
} 

• Growth is con+nuous. 

• Signaling is con+nuous (finite element 
sim). 

• Physics via Chipmunk (which takes dt 
as an argument at each step). 

• Guards may have rand(0,1)<0.25 
evaluated at each itera+on. 



Outline 

• Example Experimental Systems 

• What Stochas+city Can Do 

• Analy+cal Approaches 

• The Master Equa+on 

• Moment Dynamics 

• Simula+on Based Approaches 

• Simula+on Methods 

• Approximate Abstrac+on/Refinement 

Running Example: 
Control of Gene Expression 

Example: 
Arithme+c 

SoTware 
Tools 



Approxima+on 
In computer science, non‐determinism has nice defini+ons for 
abstrac+on, refinement, implementa+on, simula+on, etc.  

For stochas+c processes, what does it mean for one process to 
be an abstrac+on of another? A refinement? A coarse 
graining? 

P1 

P2 

Approximate Bisimula+on: Turns bismula+on into a metric on 
processes. Distance zero means bismilar. Destance epsilon 
means close.   

P1 

P2 

P3 

W(P1,P3) > W(P2,P3) 



Comparing Stochas+c Behaviors 

Minimize

Subject to

Thorsley and Klavins, “Approxima+ng stochas+c biochemical processes with Wasserstein pseudometrics”, IET Systems Biology, June 2009. 

Hard to 
compute! 



Example: Abstrac+ng Gene Expression 

Thorsley and Klavins, “Approxima+ng stochas+c biochemical processes with Wasserstein pseudometrics”, IET Systems Biology, June 2009. 

k1 



Deleted Slides 

•  Unpublished data and examples deleted. 



Send klavins@uw.edu the email address 
associated with your Google account so that you 
may download gro! 

• Mac OS X 10.5.8 and up 
• Windows 7 + Cygwin 
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